
� 

����� ���� ����� ������� � �������� ���


�� �������������������� ��������� 

����� ������� ���� ��������� �� ����� ����� �� ���������� ��� ������ ����� ������� ���� ������� ��������� 
�������� ����� ������������ ������ ���� �� ����� ����� �� ���� ������������ 

��� � �������� ���� ��� ����� �� �� ��������� �������������� ������ ��� ������� ������ ��� ���� 
�������� ���� ������ �� � ������ ��������� 

������ �������� ��� ������� ��� ������� �������� u = x + y� ��� ������� ������ ���� �� � ������ 
�������� �� ��� ������ �� ��� ��� ����� ��� ��������� �� ��� ������ ��� ��� ����� ���� ��� ���������� 
�� �������� 

��� ����������� �� ��� ���������� �� ��������� ���� �� � ��������� ����� �� ��� ������ ������ ��� ������ 
����� ����� ������ ����� ��� ����� ����� ���� ����� �� � �������� �� ��� ����������� ����� ��� �� 
�������� �� ��� ����������� ��������� ������ �� ���� ��������� �� ��� ��� ������������ 

���������� ���� �� ���� �� ��� ���� �� ������ ������� ����� ���������� �� ������ �� ���������� �� 
����� ����� � ������ ������ ������ �������� ���� �� ����� �� ��� ���� �� � �������� ���������� ������ 
������ 

��� � �������� ��� �������� �� ������� ������ �� ��� ����� ���� �������� ���� �� ���� ����� ��� 
����� �� ��� ���� ���������� ������ ��� ������� �� ����� ����� ��� ����� �������� �������� �� ������ 
��� 

����� �� ��� �������� ��� ���������� �� ��� �� ��� ������ ��� ����� ���� �������� � ������ �� ���� 
��� ����� ����� �������� ��� ������� ������� ���� ���� ������ ���� ���� ��� ����� �� ������ ��������� 
��� ��� ������ ���������� ������ ��� ��� ���� �� �� � ����� ����������� ������ 

��� ���� ������ ������ ��� ������ ����� �� �������� ����������� �� ��� ������������� ��� ��� ��� 
����������� ����� ��� �������� ������� 

������ ���� ������ ��� ������ ����� �� ��� �������� ��������� �� ��� ������������� ��� ��� ��� 
����������� ����� ������� ������������ ����� ��������� �� ������ ������ �� ��� ���� ��� ������ ������ 
�� ��� ����� ��� ���� ������� �������� ��� ����� �� ����������� �������� �� ���������� �� ����� 
������ �������� �� �������� �� ���� ������ 

�� ������ ������ ��� ������ ������ 

������ ������� ���� ���� ����� ��� ��� ����� �� ��������� ��� ������ ������� ��� ���� ���� ���� ������ 
������ ��� ���� �� ������� ������ ����� �� P = 5 −
��� ���� �� ������� ������ ����� �� P = 20 − Q� �� ��� ���� �� ���������� ����� ��� ���� � ���������� 
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QD 10 − 2P , P ≤ 5 
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0 , P > 5 
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QD 

������� ��� ��� ������ ������� �� ��� � ������ ������ ����� �� 

= QD + QD 

= 20 − P 

QD 
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30 − 3P , P ≤ 5 
= 

20 − P , P > 5 

��� ������� ������ ������ ����� �� ����� 
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20 − Q
P = 

10 −
Q ≤ 15 

3Q Q > 15 

��� ������� ���� ��� ������ ������ ��� ������ ������ �� ���������� �� ����� �� QS = 2 + P � ���� ��� 
����������� ����� ��� ��������� ��� ���� ���� ���� �������� ��� �� ��� ����������� ������ ������ 
����� ��� ����������� ����� ��� �������� ��� ��� �� � ������ 

��� ������ ������ ����� �� ��������� ������� �������� ����� �� p = 5 QS = 7 < 15 = QD �� ������� 
���� ������ ����� ��������� ������ �� ��� ���� �� ��� ����� ������ QS = QD �� 2+ P = 20 − P ��� 
����� P ∗ = 9� ���� ����� ���� Q∗ = 11� ���� ��� ����� �������� ���� �� ��� ����������� ������ 
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��� ���������� ���� ��� �� ������� �� ������ ��� ����� �� ��������� �� pn = 2 ��� ��� ����� �� ��������� 
�� pb = 2� ���� �� ��� ������� ���������� �� ��������� ��� ��������� ��� ����� ��� ���� ������� 
���� ��� ������� ���� ���� ����������� 
�� ��� ��� ��� ������� ���������� �� ������ ��� ������������ �� ��� ����� b = 3n ��� 2n + 2b = 32� 
������������ �� �� ��� ������ ����������� ���� ������ ��� ���������� 

2n + 6n = 32 

n = 3 

�� ���� n = 4� b = 12� u = 12� 

��� ��� �� � �������� �� ����� ��� ����� �� ��������� ��������� �� pn = 10� ���� �� ��� ��� ���������� 
�� ��������� ��� ��������� �� ���� ������ ������ ��� ���� ������� ���� ���� ������� ���� �� ��� 
������������ �������� �� ��� �������� 
�������� ��� ������� ���� � ��� ������ ����������� ���� ������ 

10n + 6n = 32 

�� ���� n = 2� b = 6� u = 6� 

��� �������� ������ ������� ����� ����� ���������� �������� ��� ��� ������� �� ���� ��� ������ ������ �� 
������ ���� ��� ��� ��� ���� ������� ��� ��� ����� �� ��� ����� ������� ��� ���� ����� ����� �� 
���� ���� �� ���� ���� 
������ ������� ���� �� ���� ��� �������� ������ �� ��� ��� ���� ������� ���� �� ��� ��� ������� 
���� �������� ��� �������� �� ��� ��������� ��� ��� ���������� �� � ���� �� 2 ∗ 10 + 6 ∗ 2 = 32� ���� 
���� �� ������ ��� ������� ���������� �� �� ���� �� ����� �� �������� ��� �� ��� ���� ������� ������ 

��� ���� ��� � ������ ���� ��� ������� ���� ������� ������� ���� �� ������� ��� ��� �������� ������������ 
��� ������� �������� �� nb2� �� ��� ������� ���� ��� ���� ������� ������ �� ���� �� �� ������� ��� 
���� ����� ��� ���� ����� ������ ���� ����� �� ��� �������� �� ��� ������� ���� ��� ����� �� 
��������� ��������� ���� �� �� ���� 
������ ����� ��� ������ �������� ������� ����������� �� ��� ��� ����� �� �������� ��������� ����� �� ��� 
����� �� ������� 

b2 2 
= 

2nb 2 
b = 2n 

������������ ���� ��� ������ ����������� ���� ������ 

2(2n) + 2n = 32 
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(1, 3)
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���� ������ n = 16 � b = 32 � ��� u = 16 ( 32 )2 = 512 
3 3 3 3 27 

���� ������ ��������� �� ��� �������� ��� �������� 

b2 10 
= 

2nb 2 
b = 10n 

������������ ���� ��� ������ ����������� ���� ������ 

2(10n) + 10n = 32 

���� ������ n = 16 � b = 160 � ��� u = 16 ( 160 )2 = 2560 � �� ��������� ��� �������� �� �������� �������� 15 15 15 15 225 
��� ������ ����� �� ������� ���� ��� ����� 

= ( 
16 ∗ 162 ∗ 4 

27 
− 

16 ∗ 162 ∗ 100 
27 ∗ 53 

)/( 
16 ∗ 162 ∗ 4 

27 
) 

= 
16 ∗ 162(4 ∗ 53 − 100) 

27 ∗ 53 

= 485.4 

���� ����������� � ��� ������� �� ��� �������� 

��� ���� ��� ������ ������� ��� ����� �� ���� � ���� �� ����� �������� ����� �� ���� �������� ���� ��� 
������ �� ������ ������� �� ���� ���� �� ���� �������� ����� ������ �� ���� ������ �� ������ ����� 
������ ������� ����������� ������ ������������ ����� �� �� ���� ��� ������� �� ���� �������� 
���� �� ���� ������ �� ������ ����� ������� ��� ���� �������� ������� ���� � ���� ���� �� ����� �� � 
������� ��� ��� �� ������� ���� ��� ����� ���� �� ����� ��� ��� ������� ���� ����������� �� ������� 
� ����� �� ��� ��� ������� ��������� ��� ���������� ���� ��� ����� ��� �������� �� ��� �������� �� ��� 
���� �� ��� ����� ����� ��� �� ��� ���� ����������� ������ ����� ��� ����� ��� �������� ���� ���� 
��� �� � ��� ����������� ������ ��� ����� ����� ����� ��� ������ �� � ���� �� ��������� ���� �� ���� 
������ ���� �� �� ��� ���� ������� ������ ��� ���� ��� ��������� �������� �� ���� ���� ��� ������ ���� 
��� ���� �� ���� ������ �� ������ ����� 

�� ����� ������� ��� ����� ������ ������ 

�������� ��� ����� ������ �� ��� ������� �� ����������� ��� ������ ��� ����� �� ����� ��� 

LD = 34 − 4w


����� w �� ��� ���� �����


� 

(1, 3)
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����� ������ ��� 
LS = L + 2w 

����� L �� ��� ������ �� ������ �� ��� ������� ������� �� ���� �� � ���� �� ����� 

��� ������� ���� L = 10� ���� ��� ����������� ���� ��� ����������� ������ ��� ������ �� ������ ��� 
����� ������� �� ��������� �� ��� ����������� ����� 
�� ��� ����������� ���� �� ��� LS = LD ��� ����� 34 − 4w = 10 + 2w� ������ w∗ = 4� L∗ = 18� 
��� ���������� �� ������ �� ��� ����������� ���� �� 

dLD w∗ 4 16 8 
�D = 

dw L∗ 
= −4

18 
= − 

18 
= − 

9 

������ ������ ��� ����� �� ��������� �� w∗� 
������� ���� ����� �� � ������ ����� �� ������� ������ ����� ��������� ��� ������ �� ������ ������� 
�� ���� �� � ���� �� ���� �� L = 16� ��� ��� ��������� �� ��� �������� ��� L = 16� 

��� ������� ��� ��� ������ ������������ ���� ������� �� ��� ����������� ���� ����� 
�� ��� ��� ����������� 34 − 4w = 16 + 2w� ������ w∗ = 3� L∗ = 22� ����� ��� ����������� ���� 
���� ���������� 

��� �� ������� �� �������� �� ���������� ������ ����� ��� ������ ��� ����� �� ���� �� ��� ������� ������� 
��� ��� ����������� ���� ��� ����� �������� ���� ������ �������� �� ��� ������ ����������� �� 
���� ��� �� ������ ��� ����� ���� �� �������� �� ����� 
� ����� �� ������ �� ��� ���� ��������� �� ��� ����� �� ������ ��������� ��� ����������� ������ ��� 
����� �������������� �������� ��� ������ �� ��� ���� ���� �� ��������� �� ��� ���� ���� ����� 
������ �������� �� ��������� 

��� ��� ���������� �� ���������� ������� ������� ����� ��� �������� �������� ��� ������� �� ������� 
������ �� �������� � ������� ���� �� w = 4� ���� ������� �� ��� ����� ������ �� � ������� 
���� �� ��� ������ ��� ������ ��� ����� ���� ������� � ����� �� ���� ������������ 
����� w > w∗ �� ������� ���� ��� ������� ���� ���� �� �������� �� ��� ������� ���� ������ ��� 
����� �� LD = 18 ������� ������ ��� ����� �� LS = 24� ������ �� � ������ �� ��� ������� ���� 
����� �� ������������ �� LS − LD = 6� 
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��� ��� ���������� �� ������� ���� ��� ������� �� ��� ������� ���� ��� ��� ������� ��� ������� �� ��� 
�������� � ������� �� τ = 1 ������ �� ����� ���� �� ���� �� �������� ���� ������� �� ��� ����������� 
���� ��� ����� ���� �� � ������ �� ���� �������� ��� ���� �� ������� ��� �� ������������ 

� ������� ������� ���� � �������� ���� ������ �� ���������� ������ ������ ���� �� τ � ��� ��� 
����������� ���� �� ���������� ����� ����� ������ ���� ��� ������� ������ ����� ������� ���� LS (p+ 
τ) = LD �� 16 + 2(w + τ ) = 34 − 4w� ������ w∗ = 16 = 8 � ����� ������� ��� ���� w∗ + τ = 6 3

8 + 1 = 11 �
3 3 

�� ������ ��� ������������ ������ 

������� ������� �������� ��� ����� X ��� Y �� ����������� �� U(X, Y ) = X0.2Y 0.8� ������ ��� ������ 
�� $��� ��� ��� ������ �� X ��� Y ��� $�� ��� $��� ������������� 

��� ������� ��� �������� ���� �� ������������ ����� ������� ����� X ��� Y � �� ��� ������ �� X 
��������� �������� �� ��� ������ �� Y ����� ��� ���� ����������� ������ ���� ��� ��� �������� �� 
��������� �������� 

MUX = 0.2(Y/X)0.8 ��� MUY = 0.8(X/Y )0.2 

MRSY = −MUX /MUY = −Y/4X��� X 

��� ��� ��� �������� ������ ���� ������� �� ��� ������ �� X ��������� �������� �� Y � �� ����� 
������ ��� ���� X ���� ���� Y � ��� ���� ��� ���� �� Y ��� �� ������� �� ���� �� �� ����� �� ������ 
�� ���������� ���� �� X� 

��� ���� �� ��� ������� ����������� ������ (X∗, Y ∗)� ����� ������ ��� ������ �� ��� ��� ������ 

�� ��� ������� ����������� ������� ��� ��� �� ����� �� ��� ����� �� ������� ���� ��� MRSY ���X = 
−PX /PY � �������� �� ��� ������ ��� ��� ������� ���� ���� 

−Y/4X = −10/20 =⇒ −Y/4X = −1/2 =⇒ 2Y = 4X = ⇒ Y = 2X 

��� ������ ���������� ���� ���� �� ����� I = PX X + PY Y = 100 = 10X + 20Y⇒
�� ��� ���� ��� ��������� ��� ��� ��������� ����� ��� (X∗, Y ∗)� 

100 = 10X + 20(2X) = 100 = 50X = X∗ = 2 ⇒ ⇒ 

Y = 2X = 2(2) = Y ∗ = 4 ⇒ 

��� ��� ���� ���� ������ ������ ���� ��� ������ ������ ��� ������ �� ���� ��������� ���� ��� ������ 
������ ��� ������ �������� 

��� ������� �������� ���� ��� ������ ��� ��������� ��� ������� ��� ��� ���� ��� ������� ������ 
������� ��� ��� ����� −PX /PY ���� ���� ���������� ���� MRSY = −PX /PY �� ����� ��� ��� X 

Y = 2X� ��� ������ ���������� ������� �� 100 = 20X +40Y � ������� �� ������ ����� ��� ���������� 
��� ���������� �� ��� (X∗, Y ∗) = (1, 2)� �� ��� ������ ��� ������ ������ ��������������� ��� ������� 
������ ���� ��� ������� 

��� ������ ��� ������ ����� ��� ���� X ��� ������ ����� ��� ���� Y � 

����� ��� X∗ ��� Y ∗ �� ������� ������ ���� ���� �� ��� ���� �� �������� ������ ��� PX , PY ��� I� 

MRSY ��� X = −PX /PY =⇒ −Y/4X = −PX /PY = ⇒ PY Y = 4PX X 

������ ����������� I = PX X + PY Y 
��� ����� ����� ��� X∗ �� ������������ ��� Y � 

I = PX X + 4PX X = 5PX X = X∗(PX ; I) = I/(5PX )⇒ 

������� ������ �������� �� $100 ����� �� � ������ ����� �� X∗(PX ; I = 100) = 20/PX 

� 



�� ��� ����� ��� Y ∗ �� ������������ ��� X� 

PY Y = 4PX X = Y = (4PX X)/PY = Y = (4PX [I/(5PX )])/P Y ⇒ ⇒ 

Y ∗(PY ; I) = 4I/(5PY ) 

������� ������ �������� �� $100 ����� �� � ������ ����� �� Y ∗(PY ; I = 100) = 80/PY 

��� � ���������� ������� ������� ������ ��� ����� �� Y ���� $�� ��� ���� �� $�� ��� ����� 

��� ��������� ��� ����������� ���� ��� ������ �� ���� Y ����������� ��������� ���� ��� �������� 
�� ��������� ��� ��� ������ �� ����� �� ������� ��� ���� ��������� �� �� ���� ��� �� ������ ��� ��� 
������ ��������� ������� �� ���� ���� X∗ ���� ��� ������ �� PY �� X∗� 

= 2� 
Y ∗ �� � �������� �� ��� ��� ����� ���� ����� ������ ���� ���� Y ∗

� 
= 80/PY = 80/10 = 8� ���� 

������ �� �������� �� ��� ����� ������ 

��� �� � ������� ������� ������� ���� Y �� ��� ������ ��� X �� ��� ������� ����������� ���� ��� ������ 
�� ����������� ������������ �� ��� �������� ������ ��� ������������ ������� �� ������������ ���� 
�������� ��� ���� ����� 
����� �� ��� ����� ����� ��� ��� �������� ������ ��� ������������ ������� ���� ���� ��� ������������ 
����� ��� ���� Y ��� �� ����� �� ��������� � BCsub ���� ��� ��� ����� ����� ��������� �� BC1� 
��� ������� �� ��� �������� ����������� ����� IC0� ��� ������������� ����� ����� �� ���� � ������ 
������ ��� ��� ����� ����� ����� �������� �� ������� ���� ������� ���� �������� �� ��� �������� ������ 
��� ������ ����� ������ �� ���� ���� ������������ ����� �� Y ∗

� 
� 

��� ��� ���� ���� ��� ������� ���� ��� ����������� 
��� ���� ���� �� � ���������� ��� ���������� ���� ��� $10� ����� 8 ����� �� Y ��� ��������� 
���������� ��� ���� ���� �� 8($10) = $80� 
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